Continuitatea dincolo de numerele reale

Vlad-Stefan Constantinescu

Introducere

La liceu, continuitatea se defineste pentru functii de o variabila reala: daca xp — x, atunci
f(zx) = f(z). Nu am vizut multi oameni vorbind despre continuitate in afara celei studiate la
clasa, desi ea poate fi foarte utila la problemele de olimpiada.

In multe probleme de olimpiadi variabila nu este un numar, ci un obiect mai complicat: o
matrice, o functie, o configuratie geometrica. Continuitatea pe care o definim in Sectiunea 2, in
raport cu distanta ,cea mai mare abatere”, este noua fata de materia de clasa a XI-a. Scopul
textului este practic: sa arate cand putem formaliza conceptul de trecere la limita si pentru
obiecte care nu sunt numere reale.

Pornim de la trei probleme de concurs ale caror solutii au aceeasi structura: proprietatea
ceruta se demonstreaza Intai pe o clasa de obiecte convenabila, apoi se extinde la toate obiectele
prin aproximare. La prima, acesta este chiar drumul solutiei oficiale; celelalte doua au si solutii
fara nicio limita, pe care le semnalam de la Inceput, dar le pastram ca exemple de antrenament.
Pe baza lor scriem cadrul general (Sectiunea 2), il aplicim la alte probleme de concurs (Secti-
unea 3), aratam unde nu functioneaza (Sectiunea 4) si incheiem cu exercitii. Teoria de liceu pe
care o folosim (limite, continuitate, multimi dense, proprietatea lui Darboux, matrice si valori
proprii, polinoame simetrice, integrale) se gaseste in volumele mele [1, 2, 3, 4] si in traducerile
lor [5, 6, 7, 8,9, 10, 11, 12].

1. Trei probleme

1.1 Problema 1. ONM 2022, clasa a XI-a, problema 4

| Enunt. Fie A, B € M,,(C) astfel ca A2 + B? = 2AB. Aritati ci
det(A — zI,) = det(B — z1,,),

pentru orice x € C.
Sursa: [18]. Solutia de mai jos urmeaza Solutia 1 din barem; la Pasul 3 dam si forma cu limitd.

Solutie. Pasul 1: cazul A, B inversabile. Tnmul‘gind relatia la stdnga cu A™! si la dreapta cu

B~! obtinem AB'+A7'B =2I,. Cu X = A"'B avem B = AX, deci AB™! = AX 1A~} jar

relatia devine AX “1A-1 =21, — X. Matricele 2I,, — X si X —1 sunt deci asemenea si au aceleasi

valori proprii, cu aceleasi multiplicitati. Fie Y = I, — X: matricele I, +Y si (I, — Y)~! au

aceleasi valori proprii. Valorile proprii ale lui (I, — Y)~! sunt numerele ﬁ, cu 3 valoare proprie

alui Y. Daca « este o valoare proprie a lui Y, atunci 1+ « este valoare proprie a lui I, + Y, deci
_ (07

l+a= ﬁ pentru o valoare proprie § a lui Y in particular 1+« # 0 si 8 = ;. Aplicand

repetat aceastd observatie, prin inductie, toate numerele -5~, k € N, sunt valori proprii ale lui



Y. Daca a # 0, ele sunt distincte doud céate doua, iar Y ar avea o infinitate de valori proprii,
absurd. Deci toate valorile proprii ale lui Y sunt 0, toate valorile proprii ale lui X =1, — Y
sunt 1, det X =1 si det B = det A-det X = det A.

Pasul 2: notiunile folosite. Trecem acum de la perechile inversabile la toate perechile, printr-
o limita. Definim Intai, de la zero, fiecare notiune de care avem nevoie.

Definitia 1. Un sir de perechi de matrice este o regula care asociaza fiecarui numar natural
k > 1 o pereche (P, Q) de matrice din M,(C). O pereche este descrisd de 2n? numere:
elementele lui Py, si ale lui Q. Sirul converge la perechea (P, @), si scriem (Py, Qx) — (P, Q),
daca fiecare dintre aceste 2n? numere converge la numirul de pe aceeasi pozitie din P,
respectiv din Q.

Definitia 2. Fie H o clasa de perechi de matrice si H* o parte a ei. Spunem ca H* este
densa in ‘H daca orice pereche din H este limita unui sir de perechi din H*.

Definitia 3. O marime pe H este o regula ® care asociaza fiecarei perechi din A un numar
complex. Ea este continua pe ‘H daca, ori de cate ori (Py, Qr) — (P, Q), cu toate perechile
in H, avem ®(Pg, Qi) — (P, Q).

Fie
H={(P,Q): P’+Q*=2PQ}
clasa perechilor care verifica ipoteza si H* C H clasa celor in care P si () sunt inversabile. Pasul
1 spune ca det P = det ) pentru orice (P, Q) € H*.
Ipoteza se pastreaza cand translatam ambele matrice cu acelasi multiplu al lui I,,: pentru
(P,Q) € M sic e C, prin desfacerea parantezelor,

(P—cl)? +(Q — cl)? = P24+ Q* — 2¢(P 4 Q) + 221, = 2(P — cI,,)(Q — cl,),
deci (P —cl,,Q —cly,) € H.

Lema 1. Clasa H* este densd in H, adica orice pereche din H este limita unui sir de perechi
din H*.

Demonstratie. Fie (P,Q) € H. Construim un sir de perechi din H* care converge la (P, @), in
trei pasi.

(i) Alegerea numerelor ci. Fie V' multimea valorilor proprii ale lui P si ale lui ). Valorile
proprii ale lui P sunt radacinile polinomului det(P — cI,,), de grad n in ¢, deci sunt cel mult n;
la fel pentru ). Asadar V are cel mult 2n elemente. Fiecare element al lui V' este egal cu %
pentru cel mult un k, deci doar un numar finit de indici k£ au % € V. Renuntand la ei, obtinem
un sir ¢ — 0 cu ¢ ¢ V pentru orice k.

(ii) Perechile (P — cly, @ — cily,) sunt in H*. Cum c; nu este valoare proprie a lui P, avem
det(P — cpI,) # 0, deci P — ¢, este inversabila; la fel Q — ¢ I,. Din calculul de mai sus, cu
¢ = ¢y, perechea verifica relatia din H. Deci este in H*.

(117) Convergenta. Matricea P — ¢y Iy, are, in afara diagonalei, aceleasi elemente ca P: acestea
formeaza siruri constante, care converg la elementele lui P. Pe diagonala are p; — ¢, iar
Pii — €, — i pentru ca ¢, — 0. La fel pentru Q — ¢ 1,,. Toate cele 2n? siruri de numere converg,

deci (P — ¢ 1y, Q — cp1p) — (P, Q) (Definitia 1). O

Pasul 3: extinderea. Fie ®(P,Q) = det P — det Q.
(i) @ este continua pe H. Fie (P, Q) — (P, Q). Din definitia determinantului,

k k k
det Pe = > (0) Plojy) Pooga)** Praeny’

g



unde suma este dupa cele n! permutari ¢ ale multimii {1,...,n}, iar (o) = £1 este semnul per-
ol
a n siruri convergente converge la produsul limitelor, iar o suma finita de siruri convergente con-
verge la suma limitelor. Deci det P, — det P; la fel det Q) — det @), iar diferenta lor converge
la diferenta limitelor: ®(Py, Qr) — ®(P, Q).

(ii) @ este nula pe H*. Este exact Pasul 1: pentru (P, Q) € ‘H*, det P = det Q.

(iii) ® este nuld pe tot H. Fie (P, Q) € H si (Py, Q) sirul din Lema 1. Din (ii), ®(P, Qx) = 0
pentru orice k, deci sirul ®(Py, Q) este constant egal cu 0 si are limita 0. Din (i), aceeasi limita
este ®(P,Q). Cum un sir de numere are o singurs limitd, ®(P, Q) = 0. (In limbajul Sectiunii 2,
este Teorema 1 a) aplicata clasei H si clasei dense H*.)

(iv) Concluzia. Fie x € C. Perechea (A, B) este in H, deci, din calculul de la Pasul 2 cu
¢ = z, si perechea (A — zl,, B — zI,) este in H. Din (iii), ®(A — zI,, B — zI,) = 0, adica
det(A — z1I,) = det(B — z1,). O

mutarii. Fiecare factor p ) este un sir de numere care converge la p;q ;) (Definitia 1). Produsul

Observatie. Baremul incheie algebric: det(A —z1,,) —det(B —x1),) este un polinom in x care
se anuleaza in toate punctele x ce nu sunt valori proprii, deci este polinomul nul. Baremul
contine si o a doua solutie, pur algebrica, prin ranguri. Punctul esential al solutiei de mai
sus este ca aproximarea se face 7n interiorul clasei ipotezei: perechile aproximante verifica
si ele P? + Q% = 2PQ, deci stim ceva despre ele. Nu ar ajunge ca perechile inversabile sa
fie dense in multimea tuturor perechilor. In Sectiunea 4 vedem o problema in care tocmai
aceasta conditie lipseste.

1.2 Problema 2. OJM 2026, clasa a XI-a, problema 3

| Enunt. Fie n > 2. Determinati matricele M € M,,(C) cu proprietatea: dacd A, B € M, (C)
si AB = M, atunci BA = M.

Raspuns. M = Al cu A € C*.

Sursa: [14, 15]. Spunem de la inceput cd baremul oficial nu foloseste nicio limitd: dupd Pasul 1 de mai

jos, el aplica direct matricele inversabile I,, + E1;. Pdastram problema ca exemplu de antrenament.

Nota personala. Am participat la OJM 2026, iar solutia de mai jos este prima pe care am
gasit-o In concurs. Nu am redactat-o pe aceasta, apreciind ca un argument cu limite risca sa nu
fie acceptat ca complet.

Solutie. Notam cu GL,(C) multimea matricelor inversabile. Solutia trece la limita intr-un sir
de matrice. Notiunile sunt cele de la Problema 1, scrise acum pentru o singura matrice; le dam
din nou, de la zero.

Definitia 4. Un sir de matrice este o regula care asociaza fiecarui numar natural £ > 1 o
(k)
ij
(k)

ij Jk>1

matrice X € M, (C). Notam elementele lui X} cu z;;’. Pentru fiecare pozitie (i, j) fixata

obtinem astfel un sir obisnuit de numere complexe, (a:

Definitia 5. Sirul de matrice (X}) converge la matricea X = (x;5), si scriem X — X,

< i 8 & k C oy (k .
daca pentru fiecare pozitie (7, j) avem a:z(j) — x5, adica |x§j) — mij‘ — 0. Echivalent, cum

s A o . . k .
pozitiile sunt In numar finit, cea mai mare abatere maxijj}xz(j) — xij‘ tinde la 0.

Lema 2. Fie M € M, (C) fizata. Marimea X — MX — XM este continua, adicd: dacd
Xi — X, atunci MX, — XeM — MX — XM. In particular, dacd MX;, — Xi,M = O,
pentru orice k, atunci MX — XM = O,,.



Demonstratie. Elementul de pe pozitia (i, 7) al matricei M Xy, — XM este

n n
k k
> mayy) =Yy mj,
=1 =1

o combinatie liniara, cu coeficienti ficsi, a unui numar finit de elemente ale lui Xj. Din regulile
de calcul cu limite de siruri de numere, ea tinde la elementul corespunzator al lui MX — X M.
Daca toate matricele M X}, — X} M sunt nule, fiecare dintre aceste siruri de numere este constant
egal cu 0, deci limita lui este 0. O

Pasul 1: M comutd cu orice matrice inversabila. Pentru C' € GLy,(C), luam A = MC,
B=C"1' AB= M, deci BA=C"'MC = M, adici MC = CM.

Pasul 2: aproximarea oricdrei matrice.

Lema 3. Multimea GL,,(C) este densa in M,,(C), adicd pentru orice X € My (C) exista
un sir de matrice inversabile Xy cu X — X.

Demonstratie. Functia p(t) = det(X + tl,) este un polinom in ¢ de grad n cu coeficientul
dominant 1, deci are cel mult n radacini. Fiecare radacina este egala cu % pentru cel mult un
k; renuntand la acesti indici, In numar finit, obtinem un sir t; — 0 cu p(tx) # 0 pentru orice k.
Matricele X, = X + t1,, au determinantul p(tx) # 0, deci sunt inversabile. In afara diagonalei,
elementele lui X}, sunt cele ale lui X (siruri constante); pe diagonald sunt z;; + ty — . Deci

X — X (Definitia 5). O

Fie X € M, (C) oarecare si X}, sirul de matrice inversabile din Lema 3, cu X — X. Din
Pasul 1, aplicat matricei inversabile X, avem M X, — X3 M = O,, pentru orice k. Din Lema 2,
MXy — XM — MX — XM; un sir constant egal cu O, are limita O,,, deci M X — XM = O,,
adica MX = XM. Cum X a fost oarecare, M comuta cu orice matrice.

Pasul 3: M este scalard. Fie E;j matricea cu 1 pe pozitia (i,7) si 0 in rest. Coloana j a lui
ME;; este coloana i a lui M, celelalte coloane fiind nule; coloana j a lui E;; M are pe pozitia
i elementul m;; si in rest 0. Din ME;; = E;jM, cu j # i, rezulta my; = 0 pentru k # 7 si
Mg, = My . Deci M = )\In.

Pasul 4: verificare. Pentru A = 0 proprietatea nu are loc: A = Ei5, B = E1; dau AB = O,
si BA = Ey2 # O, (aici se foloseste n > 2). Pentru A\ # 0, din AB = \I,, rezultd det Adet B =
A" £ 0, deci B = AA"1si BA = \I,. O

Observatie. Aici M X — XM nu se schimba cand X este inlocuit cu X + t1,,, asa ca limita
se poate evita. Forma cu limita arata insa mecanismul general, care functioneaza si cand
nu exista o asemenea simplificare.

1.3 Problema 3. OJM 2004, clasa a XII-a, problema 2

| Enunt. Fie f:[0,1] — R continud cu proprietatea ci

[ s = [ s [ g

pentru orice functie g : [0, 1] — R continua si nederivabila. Aratati ca f este constanta.

Sursa: [16]. Spunem de la inceput ca limita se poate evita complet (Observatia de dupd solutie), iar

solutia oficiald foloseste o functie test localizata, fara nicio limita.



Nota personala. Am intalnit problema in timp ce lucram la scara de dificultate ROHS (o scara
de la 0 la 50 pe care o construiesc pentru problemele de la OJM si ONM, separat pe fiecare
clasa). Solutia mea de mai jos o estimez la 20 la 25 pe scara ROHS; solutia oficiala este mai
usoara.

Solutie. Si aici solutia trece la limita, de data aceasta Intr-un sir de functii. Definim intai
notiunile (vezi si [2]).

Definitia 6. Un sir de functii continue este o regula care asociaza fiecarui numar natural
k > 1 o functie continua gy : [0,1] — R. Pentru fiecare x € [0, 1] fixat obtinem un sir

obisnuit de numere, (gk(:c))k>1.

Definitia 7. Pentru g1, g2 : [0,1] — R continue, numim distanta dintre ele cea mai mare
abatere dintre valorile lor,

d(91,92) = max |g1(z) — g2()|
z€[0,1]
(maximul exista, fiind maximul unei functii continue pe un interval inchis). Sirul (gx)
converge uniform la g, si scriem g — g, daca d(gx,g) — 0.

Nu ajunge ca gx(x) — g(x) pentru fiecare = in parte; cerem ca abaterea sa devind mica
simultan In toate punctele. De ce este necesara aceasta cerinta se vede in Sectiunea 2.2.

Fie c = fol fro=/f—csiL(g) = fol g, pentru g continud. Pentru g continud si nederivabild,

1 1
L(g) :fo fg_cfo g=0.
Pasul 1: L se comporta bine la limitd.

Lema 4. Marimea L este continua fatd de convergenta uniforma, adica: daca gp — g
uniform, atunci L(gr) — L(g).

Demonstratie. Pentru g1, gs continue, |¢o(z)(g1(x) — g2(2))| < |¢(x)]d(g1,92) pentru orice z,
deci, integrand,

1
IL(g1) — L(g2)| < /0 o] - d(g1, g2).

Cu g1 = gx si g2 = g, membrul drept tinde la 0. O

Pasul 2: aproximarea oricarei functii continue.

Lema 5. Functiile continue nederivabile formeaza o clasa densa in clasa functiilor continue
pe [0,1], adicd orice g : [0,1] — R continud este limita uniformd a unui sir de functii
continue nederivabile.

Demonstratie. Fie 7(z) = |z — 1|, continud, nederivabild in 3, cu max|r| = 4. Functia g + e7

este nederivabila in % pentru toate valorile reale €, cu exceptia a cel mult uneia: daca g + €17
si g + €27, cu €1 # &2, ar fi derivabile in %, atunci si (g1 — e2)7 ar fi derivabila in %, fals.
Alegem e;, — 0 evitand aceasta valoare; functiile g, = g + €7 sunt continue, nederivabile, iar

d(gr,9) = % — 0. O

Pasul 3: concluzia. Fie g continua oarecare si g sirul de functii continue nederivabile din
Lema 5, cu g — ¢ uniform. Fiecare g este nederivabila, deci L(gx) = 0: sirul L(gx) este
constant egal cu 0. Din Lema 4, L(gr) — L(g), deci L(g) = 0. Pentru g = ¢ obtinem fol ©?=0.
Functia ¢? este continud si nenegativi; dacd ¢(zg) # 0, atunci ¢? > ¢%(zq) pe un interval in
jurul lui z¢ si integrala ar fi pozitiva. Deci ¢ =0si f =c. O



Observatie (L este nula in doua randuri). Daca g este continua si derivabila in orice punct
din [0, 1], atunci g+ 7 este nederivabild in 1, deci L(g) = L(g+7) — L(7) = 0. Orice functie
continua este fie nederivabild undeva (si atunci ipoteza da direct L(g) = 0), fie derivabild
peste tot (si atunci tocmai am vazut ca L(g) = 0). Asadar L este identic nula fard nicio
limita, iar Lemele 4 si 5 nu sunt necesare. Am pastrat totusi solutia cu aproximare, pentru
ca arata mecanismul in forma cea mai curata.

1.4 De la trei probleme la o generalizare

Din aceste trei probleme ne vine ideea sa generalizam in felul urmator. Toate trei solutiile au
aceiasi trei pasi.

1. Proprietatea se demonstreaza pe o clasa particulara de obiecte: perechile de matrice in-
versabile din #H; matricele inversabile; functiile nederivabile.

2. Se arata ca orice obiect poate fi aproximat oricdt de bine cu obiecte din acea clasa
(Lemele 1, 3 si 5).

3. Marimea care exprimé proprietatea (det P—det Q, M X — X M, respectiv L(g)) se comporta
bine la limita (Pasul 3 al Problemei 1, Lemele 2 si 4), deci proprietatea trece de la obiectele
aproximante la obiectul aproximat.

Mai mult, definitiile convergentei au aceeasi forma. O pereche de matrice este descrisa de cele
2n? elemente ale ei, 0 matrice de numerele z;;, o functie de numerele g(), iar in toate cazurile un
sir converge cand cea mai mare abatere dintre numerele corespunzatoare tinde la 0 (Definitiile 1,
5 si 7). Singura diferenta este ca o pereche de matrice sau o matrice sunt descrise de un numar
finit de numere, iar o functie de o infinitate.

Generalizam deci astfel: orice obiect (matrice, functie, triunghi, dreapta) este descris de o
lista de numere, parametrii sai; distanta dintre doud obiecte este cea mai mare abatere dintre
parametrii corespunzatori; o marime asociata obiectelor este continua daca se schimba putin
cAnd parametrii se schimba putin. In sectiunea urmitoare dezvoltam acest cadru si ardtam ci
cei trei pasi de mai sus devin o singura teorema.

2. Teoria

2.1 Obiecte descrise prin parametri

Definitia 8. Fie I o multime nevida (multimea indicilor). Un obiect cu parametri indexati
de I este o functie X : I — C; numerele X (3), ¢ € I, se numesc parametrii lui X. In multe
aplicatii parametrii sunt reali.

Cu alte cuvinte, un obiect este dat de lista parametrilor sii, cate unul pentru fiecare indice
i € I, si il identificim cu aceastd lista. Lista poate fi finita sau infinitd (la functii are cate un
termen pentru fiecare numar din [0, 1]).

Exemplu. a) Matrice. O matrice A € M,,(C) este obiectul cu I = {1,...,n}2. Functia
este
A:{1,...,n}? > C, A(i, j) = agj,

deci matricea are n? parametri, elementele ei. Cu distanta din Sectiunea 2.2, doua



matrice sunt apropiate cand toate elementele lor corespunzatoare sunt apropiate. De

exemplu, pentru
1 2 1 21
A= (3 4) ’ B= (3 3,95) ’

functiile sunt A(1,1) = 1, A(1,2) = 2, A(2,1) = 3, A(2,2) = 4 si B(1,1) = 1,
B(1,2) = 2,1, B(2,1) = 3, B(2,2) = 3,95. Abaterile sunt 0, 0,1, 0 si 0,05, deci
distanta dintre A si B este 0,1. La fel, o pereche de matrice (P,Q) din Problema 1
este obiectul cu I = {1,2} x {1,...,n}? si 2n? parametri; functia este (1,4,7) — pi;,
(2,i,j) — qij -

Triunghi. Un triunghi ABC din plan este obiectul cu I = {1,...,6}, parametrii fiind
coordonatele varfurilor. Functia este X : {1,...,6} = R,

X(1)==za, X(2)=ya, X(B)=wzp, X(4)=yp, X()=wzc, X(6)=yc.

Nu orice functie de acest fel este un triunghi: cerem ca A, B, C sa nu fie coliniare, deci
clasa triunghiurilor este o parte a tuturor listelor de sase numere. Doua triunghiuri
sunt la distanta cel mult J cand fiecare varf al unuia se obtine din varful corespunza-
tor al celuilalt mutand fiecare coordonata cu cel mult §. De exemplu, triunghiul cu
varfurile (0,0), (4,0), (0,3) este functia cu valorile 0,0,4,0,0,3, iar cel cu varfurile
(0;0,01), (4,0), (0;2,98) este functia cu valorile 0; 0,01; 4; 0; 0; 2,98. Abaterile sunt
0, 0,01, 0, 0, 0, 0,02, deci cele doua triunghiuri sunt la distanta 0,02.

Polinom. Un polinom ag + a1 X + --- + a, X" de grad cel mult n este obiectul cu
I ={0,...,n}, parametrii fiind coeficientii. Functia este

{0,...,n} = C, k— ag.

De exemplu, pentru n = 2, polinomul X2 + 1 este functia 0 — 1, 1 +— 0, 2 — 1, iar
X2 +0,01X + 1 este functia 0 — 1, 1 + 0,01, 2 = 1; ele difera doar la indicele 1,
deci sunt la distanta 0,01. Daca doua polinoame de grad cel mult n sunt la distanta 9,
atunci pentru |z| < 1 valorile lor difera cu cel mult (n + 1)d, pentru ca fiecare dintre
cei n + 1 termeni difera cu cel mult §.

Functie. O functie g : [0,1] — R este obiectul cu I = [0, 1]. Aici functia din Definitia 8
este chiar ¢g: parametrul de indice x este valoarea g(z), cite unul pentru fiecare numar
x din [0,1], deci o infinitate de parametri. Distanta dintre g si h este cea mai mare
valoare a lui |g(x) — h(z)[; ea este cel mult § exact cand graficul lui A std in banda de
latime 26 din jurul graficului lui g. De exemplu, g(z) = z si h(z) = = + 0,01 sin(10z)
sunt la distanta cel mult 0,01. Acesta este obiectul din Problema 3.

Dreaptd. Orice dreaptd are o ecuatie az + by + ¢ = 0, cu (a,b) # (0,0). Impartind-o
la r = va? 4 b? si alegdnd unghiul # cu cosf = 2, sinf = b ea devine

T

xcosf + ysinfh = p, pz—%,
unde (cos@,sinf) este un vector de lungime 1 perpendicular pe dreapta, iar |p| este
distanta de la origine la dreapta. Forma aceasta acopera si dreptele verticale: z = 1 se
obtine pentru § = 0, p = 1. Dreapta este deci obiectul cu doi parametri (6, p); functia
este X : {1,2} - R, X(1) = 6, X(2) = p. Aceeasi dreaptd are mai multe perechi:
(0,p), (04 2m,p) si (0 + 7, —p) dau aceeasi multime de puncte. Lucram cu perechea,
adica cu ecuatia, nu cu multimea de puncte.



f) Configuratie. In Exercitiul 4 o configuratie geometrica (un trapez si doua puncte pe
laturi) va fi obiectul cu sase parametri a, b, ¢, n, s,t; functia este X : {1,...,6} — R,
cu X(1) =a, X(2) =b, X(3) =c, X(4) =n, X(5) = s, X(6) = t. In toate cazurile,
»obiecte apropiate” inseamna ,toti parametrii sunt apropiati”.

2.2 Distanta si limita

Definitia 9. Distanta dintre doua obiecte X,Y cu parametri indexati de aceeasi multime
I este
d(X,Y) =sup|X (i) — Y(3)| € [0, +o0],
el
adica cea mai mare abatere dintre parametrii corespunzatori. Un sir de obiecte (Xj)g>1
converge la obiectul X, si scriem X — X, daca d(Xj, X) — 0 (in particular, d(Xj, X) este
finita de la un rang incolo).

Cand I este finita, supremumul este un maxim, deci un numar. Cand I este infinita, supre-
mumul poate fi +00 (de exemplu, pentru o functie nemarginita si functia nuld); acceptam aceasta
valoare. Pentru functiile continue pe [0, 1] supremumul este un maxim, deci regasim Definitia 7.

Propozitia 1. Daca I este finita, atunci Xy — X daca si numai daca Xy (i) — X (i) pentru
fiecare i € I.

Demonstratie. Pentru fiecare i, | X (i) — X (7)| < d(Xg, X), deci convergenta obiectelor implica
convergenta fiecarui parametru. Reciproc, daca fiecare dintre parametrii, in numar finit, con-
verge, atunci maximul celor |I| abateri tinde la 0. O

Asadar, pentru matrice, triunghiuri sau polinoame, limita unui sir de obiecte se calculeaza
parametru cu parametru. Pentru functii, unde I = [0, 1] este infinitd, definitia cere mai mult:
abaterea trebuie sa tinda la 0 simultan in toate punctele. Aceasta este convergenta uniforma;
observatia de mai jos arata de ce este alegerea potrivita.

Observatie (de ce nu parametru cu parametru). Pentru o infinitate de parametri, convergenta
fiecarui parametru (convergenta punctuald: gi(x) — g(z) pentru fiecare x) este prea slaba.
Fie, pentru k > 2,

ka, 0<z< %,
gr(x) = 2k — K%z, <z <2,
0, F<z<l

Pentru fiecare x fixat, gr(x) — 0: gx(0) = 0, iar pentru z > 0 avem gi(z) = 0 de indata ce
% < z. Totusi fol gr = 1 pentru orice k, in timp ce integrala limitei este 0. Deci integrala,
marimea care ne intereseaza, nu ar fi continua fata de convergenta punctuala. Fata de
convergenta uniforma, ea este continua (Lema 4).

2.3 Marimi continue

Definitia 10. Fie O o clasa de obiecte cu parametri indexati de I si ® : O — C o functie
(o marime asociata obiectelor). Spunem ca ® este continud in obiectul X € O daca, pentru
orice sir (X}) de obiecte din O cu X}, — X, avem ®(X}) — ®(X). Marimea ® este continud



I pe O daca este continud in fiecare obiect din O.

Este exact definitia de la liceu din introducere: daca parametrii lui X se apropie de
parametrii lui X, atunci ®(Xj) se apropie de ®(X). Pentru o functie de o variabila (I cu
un singur element) regasim definitia obisnuita. (Ca la functiile de o variabild, se poate arata ca
definitia este echivalenta cu forma cu ¢ si J; nu vom avea nevoie de aceasta echivalenta.)

Propozitia 2.  a) Fiecare parametru X — X (i) este o marime continud.

b) Sumele, produsele si cdaturile (cu numitorul nenul pe O) de marimi continue sunt
continue, iar daca ® este continud, atunci si |®| este continud. Dacd ® este continud
cu valori reale, toate valorile ei sunt intr-un interval J, iar w : J — R este continud,
atunci w o ® este continud.

¢) In consecintd, orice expresie polinomiala intr-un numdar finit de parametri este o
marime continud.

Demonstratie. a) | X (i) — X ()| < d(Xg, X) — 0. b) Fie X — X in O. Atunci ®(Xj) — ®(X)
si ¥(Xj) — ¥(X) pentru marimile continue ®, ¥, iar regulile de calcul cu limite de siruri dau
concluzia pentru sume, produse si cturi. Pentru modul, ||®(Xy)| — [®(X)|| < [®(X)) — ®(X)].
Pentru compunere, numerele ®(X}) sunt in J si tind la ®(X) € J, iar w este continua in ®(X)

deci w(P(Xj)) = w(P(X)) (caracterizarea cu siruri a continuitatii functiilor de o variabild). c
Din a) si b).

NS>

Varianta din b) cu un interval J oarecare conteazd: ea acopera /- (definit pe [0,400)),
arccos si arcsin (definite pe [—1, 1]).

Propozitia 3 (stabilitatea inegalitatilor stricte). Fie ® : O — R continud in X € O, cu
O(X) > 0. Atunci exista 6 > 0 astfel incat ®(Y) > 0 pentru orice Y € O cu d(Y,X) < 6.

Demonstratie. Presupunem contrariul: pentru fiecare k > 1 exista Y € O cu d(Yy, X) < % si
®(Y) < 0. Atunci Y, — X, deci ®(Yy) — ®(X); inegalitatea nestricta se pastreaza la limita,
deci ®(X) < 0, contradictie. O

Aplicata lui —®, respectiv lui |®|, propozitia spune acelasi lucru pentru ®(X) < 0, respectiv
®(X) # 0. Intuitiv: o inegalitate stricta intre marimi continue raméane adevarata la perturbari
mici ale parametrilor.

2.4 Clase dense si principiul extinderii

Definitia 11. O subclasa D C O este densa In O daca orice obiect din O este limita unui
sir de obiecte din D.

Teorema 1 (principiul extinderii). Fie ®, ¥ : O — C marimi continue si D densd in O.
a) Daca ® =¥ pe D, atunci ® =¥ pe O.
b) Daca ®,V au valori reale si & < ¥ pe D, atunci & <V pe O.
Demonstratie. Fie X € O si X, € D cu X — X. Din Definitia 10, ®(X;) — ®(X)

U(X;) — ¥(X). a) &(Xi) = ¥(Xi) pentru orice k; trecdnd la limita, ®(X) = ¥(X).
Analog, inegalitatea nestricta se pastreaza la limita.

0= -



Pentru functii de o variabila reald, partea a) este ,principiul densitatii” din [1].

Clasa ipotezei. In Teorema 1, O este clasa pe care stim ca ® si ¥ sunt definite si continue,
iar D trebuie sa fie densa chiar in O. Daca problema da o ipoteza care defineste o clasa mai mica
(de exemplu, perechile (A, B) cu A? + B? = 2AB), atunci conteazi densitatea in acea clasa,
nu in spatiul tuturor obiectelor: aproximantele trebuie sa verifice si ele ipoteza. In Problema 1
translatia cu x1,, pastreaza ipoteza; in Problema 2 ipoteza priveste matricea fixa M, iar matricele
X care se aproximeazi nu trebuie si verifice nimic. In Sectiunea 4.1 vedem o problema de
olimpiada in care aceasta conditie lipseste si concluzia nu se mai extinde.

Strategia. Pentru o problema care cere o proprietate pentru toate obiectele:
1. se scrie proprietatea ca egalitate (sau inegalitate nestricta) intre marimi continue;
2. se gaseste o clasa densa pe care proprietatea este usor de demonstrat;
3. se aplica Teorema 1.

Inegalitatea stricta nu se pastreaza la limita: daca ® < ¥ pe D, se obtine doar & < ¥ pe O.

Lista de verificari. Ca sa putem spune ,prin continuitate”, trebuie precizate:

(a) obiectele si parametrii lor (ce variaza si ce ramane fix);

(b) ca marimile folosite sunt definite si continue pe intreaga clasa O (numitorii nu se an-
uleaza, radicalii si arccos primesc argumente din domeniul lor);

(c) o marime continua care exprima concluzia si o clasa densa chiar in clasa pe care are
loc ipoteza;

(d) ca dintr-o egalitate (sau inegalitate) intre marimi se poate reveni la proprietatea ceruta.

2.5 Problemele revazute

Problema 1. Obiectul este perechea (P,Q), cu 2n? parametri, elementele celor dousi ma-
trice; din Propozitia 1, convergenta din Definitia 1 este exact limita din Definitia 9. Marimea
O (P, Q) = det P —det ) este polinomiala in parametri, deci continua (Propozitia 2), iar Lema 1
spune ca H* este densa in H. Teorema 1 a), aplicata clasei H, este Pasul 3.

Problema 2. Din Propozitia 1, limita unui sir de matrice in sensul Definitiei 5 (element
cu element) este exact limita din Definitia 9. Lema 3 spune ca GL,(C) este densa in M, (C).
Elementele lui X — M X —X M sunt marimi continue (Propozitia 2), nule pe GL,,(C); Teorema 1
da Pasul 2 al solutiei.

Acelasi mecanism da rezultate clasice. De exemplu, pentru orice A,B € M,(C), ma-
tricele AB si BA au acelasi polinom caracteristic: daca A este inversabila, det(tf,, — BA) =
det(A™'(tI, — AB)A) = det(tl, — AB); cu B si t fixate, ambii membri sunt polinomiali in
elementele lui A, deci continui, si egali pe clasa densd GLy,(C).

Problema 3. Pentru functii continue, limita din Definitia 9 este convergenta uniforma din
Definitia 7. Lema 4 spune exact ca L este o marime continua pe clasa functiilor continue pe
[0,1], Lema 5 spune ca functiile nederivabile formeaza o clasa densa, iar Teorema 1 da din nou
concluzia.

10



2.6 Triunghiuri

Fie O clasa triunghiurilor nedegenerate, fiecare dat prin cele sase coordonate ale varfurilor. Din
Propozitia 1, un sir de triunghiuri A;B,C) converge la ABC daca si numai daca A, — A,
B, — B, Cy — C (coordonata cu coordonata). Folosim aceasta clasd in exercitiul despre
triunghiurile scalene, de la finalul textului.

2.7 Familii continue si proprietatea lui Darboux

In multe probleme obiectele nu apar ca sir, ci ca familie care depinde de un numar real: tangentele
la un cerc, dreptele care se rotesc in jurul unui punct, punctele care se deplaseaza pe segmente.

Definitia 12. Fie J C R un interval si O o clasa de obiecte cu parametri indexati de o
multime finita I. O familie continua de obiecte este o functie ¢t — X;, J — O, pentru care
fiecare parametru t — X (i) este o functie continua de t.

Din Propozitia 1, daca t;, — ¢ in J, atunci X;, — X;.

Propozitia 4. Fie (X;)ics o familie continud si ® : O — R o marime continud. Atunci
functia t — ®(X;) este continud pe J. In particular, dacd o, 3 € J i ®(Xa) < 0 < &(Xp),
existd t intre o 51 5 cu ®(Xy) = 0.

Demonstratie. Daca t, — t, atunci Xy, — Xy, deci ®(Xy,) — ®(X;) (Definitia 10). Functia
t — ®(X;) este deci continua pe intervalul J si are proprietatea lui Darboux [1]. O

3. Aplicatii

3.1 Problema 4. IMC 2004, ziua 2, problema 4

| Enunt. Pentru n > 1, fie M o matrice complexa de tip n x n cu valorile proprii distincte
AL, A2, ..., Ak, cu multiplicitatile mq, ma, ..., my. Consideram operatorul liniar Ly, definit prin
Ly(X) = MX + XMT, pentru orice matrice complexd X de tip n x n. Aflati valorile proprii
ale lui Ly si multiplicitatile lor.

Sursa: [28]. Solutia oficiald trateazd intdi cazul in care valorile proprii ale lui M sunt distincte si toate
sumele A + Ag sunt diferite, apoi observa ca orice M este limita unor matrice de acest tip si incheie ,,by
the continuity of the eigenvalues” Fraza este corecta, dar valorile proprii nu au o ordine naturald, deci

nu sunt, luate una cite una, marimi in sensul Sectiunii 2. Ardatam cum se face riguroasa.

Raspuns. Valorile proprii sunt 2, cu multiplicitatea m2 (1 < r < k), si A, + As, cu multiplic-
itatea 2m,ms (1 < r < s < k); daca unele dintre aceste numere coincid, multiplicitatile lor se
aduna.

Solutie. Notam (i1, ..., uy, valorile proprii ale lui M, scrise cu multiplicitati (fiecare A, apare
de m, ori). Fie pps(t) = det(tId — Ljps) polinomul caracteristic al lui Ly, adica determinantul
matricei de tip n? x n? a lui X +— tX — Ly/(X) in baza (E;;), si

n n

au(t) = [Tt =i — )

i=1j=1
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Grupand factorii lui gy dupa valorile A, As ale lui p;, p;, obtinem

k

QM(t) - H(t — 2)\7,)m3 H (t _ )\r _ )\S)erms.

r=1 1<r<s<k

Raspunsul este deci echivalent cu identitatea pys(t) = gqas(t), pentru orice M € M,,(C) si orice
t € C. Fixam t; obiectele sunt matricele M, cu n? parametri.
Pasul 1: M — pp(t) este continua. Matricea lui Ly in baza (E;;) are elemente liniare in
elementele lui M, deci pys(t) este o expresie polinomiala in elementele lui M (Propozitia 2).
Pasul 2: M — qp(t) este continud. Aici este partea delicata, ,continuitatea valorilor
proprii”. Nu urmarim valorile proprii una cate una, ci doar o expresie simetrica in ele. Permutand

numerele pi1, ..., fy, factorii lui gps(¢) doar se permuta, deci gps(t) este un polinom simetric in
{1, .-, fn (cu coeficienti care depind polinomial de ¢). Din teorema fundamentald a polinoamelor
simetrice [4], el se scrie ca polinom in eq,...,e,, polinoamele simetrice fundamentale ale lui

{41, fn. Din relatiile lui Viete, (—1)¥e este coeficientul lui t"~* din det(tl, — M), deci o
expresie polinomiala in elementele lui M. Asadar q/(t) este o expresie polinomiala in elementele
lui M, deci o marime continua.

Pasul 3: egalitatea pe o clasd densa. Fie D clasa matricelor cu n valori proprii distincte. O

astfel de matrice are o baza de vectori proprii vy, ..., v,, cu Mv; = pv; [3]. Atunci

Lar(viv]) = (Muv)o] +vi(Muj)" = (i + ) viv] -
Cele n? matrice viva sunt liniar independente: daca ) cijviva = O, atunci VCVT = O,,, unde
V' are coloanele vy, ..., v, (inversabila) si C' = (¢;;), deci C' = O,,. Ele formeaza deci o baza a

lui M,,(C), formata din vectori proprii ai lui Ljs; in aceasta baza Ljs are matricea diagonala
cu elementele p; + 5, iar polinomul caracteristic nu depinde de baza. Deci pas(t) = qum(t) pe
D. (Nu avem nevoie ca sumele y1; + 11 sa fie distincte.)

Pasul 4: D este densd. Orice matrice complexa este asemenea cu o matrice superior triunghi-
ulard [3]: M = PTP~!, iar diagonala lui T contine valorile proprii t11,...,tu,. Pentru € real,
matricea T, = T+ e diag(1,2,...,n) are pe diagonala numerele t;; + ie, distincte doua cate doua,
cu exceptia a cel mult @ valori ale lui € (egalitatea t;; + ie = tj; + je, cu i # j, fixeaza ).
Alegem ¢j, — 0 evitind aceste valori. Matricele My = PT., P! = M + ¢ P diag(1,...,n)P~1
au n valori proprii distincte si Mj, — M.

Pasul 5: extinderea. Cu t fixat, M — ppr(t) si M — gpr(t) sunt continue pe M,,(C) si egale
pe clasa densa D; din Teorema 1 a), sunt egale pe M,,(C). O

Observatie (un drum fara limite). Triangularizarea di si o solutie directs. Cu X = PY PT
avem Ly (X) = P(TY + YTT) PT, deci Ly are acelasi polinom caracteristic ca Ly. Un
calcul direct da
Ly(Eyj) = (ti+ tj) B + Y tuFy + Y tiEa,
I<i I<j

deci matricea lui Ly in baza (E;;), ordonata lexicografic dupa (7,7), este triunghiulara, cu
diagonala t;; +t;;. Cum am folosit oricum triangularizarea la Pasul 4, aici continuitatea nu
scurteaza solutia. Rostul ei este sa arate ca fraza din solutia oficiala se poate face riguroasa
cu uneltele din Sectiunea 2.

3.2 Problema 5. Adjuncta unei matrice de ordinul 3

I Enunt. Fie X,Y, Z € M3(C). Notam cu A* adjuncta matricei A.
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(a) Demonstrati identitatea

X+Y+2)"+ X+ Y+ 72" =(X+Y)+ (Y +2)" +(Z+ X)".

(b) Demonstrati echivalenta

(X4+Y+ 2 =3(X "+ Y+ 2" <= (X -Y) + (Y = 2)" + (Z - X)* = Os.

Sursa: Gazeta Matematica [19].

Solutie. Ideea. Pentru o matrice inversabild, adjuncta este (det A)A™!, iar teorema Cayley-
Hamilton o scrie ca un polinom de gradul al doilea in A. Formula astfel obtinuta se extinde prin
continuitate la toate matricele, iar cu ea ambele puncte devin calcule cu o expresie ,,de gradul
al doilea”.

Pasul 1: formula pentru matrice inversabile. Pentru A € M3(C) fie s1(A) = tr A, s2(A) =
$((tr A)? — tr(A?)) si s3(A) = det A. Teorema Cayley-Hamilton da A% — s1(A)A? + so(A)A —
Sg(A)Ig = 03, adica

A(A? = s1(A)A + s9(A)I3) = (det A) I5.

Daci A este inversabild, inmultim la stinga cu A~! si, cum A* = (det A)A™!, obtinem
A* = A% — 51(A)A + s9(A)Is. (F)

Pasul 2: formula pentru orice matrice. Obiectele sunt matricele A € M3(C), cu 9 parametri.
Fiecare element al matricei ®(A4) = A* — A? + s51(A)A — s9(A)I3 este o expresie polinomiald
in elementele lui A (elementele lui A* sunt minori de ordinul 2), deci este o marime continua
(Propozitia 2). Din Pasul 1, ® este nula pe matricele inversabile, care formeaza o clasa densa
(Lema 3, pentru n = 3). Din Teorema 1 a), aplicata fiecarui element, & = O3 pe tot M3(C):
formula (F) are loc pentru orice matrice.

Pasul 3: o expresie de gradul al doilea. Notam Q(A) = A% — s1(A)A + sa(A)I5 si, pentru
UV e Mg(@),

BUV)=UV+VU - (tU)V = (r V)U + (r U tr V — tr(UV)) L.

Dezvoltand, QU +V) = Q(U) + Q(V) + B(U,V); in plus B este simetrica si liniard in fiecare
argument, iar Q(—U) = Q(U). Din Pasul 2, A* = Q(A) pentru orice A.
Pasul 4: concluzia. a) Aplicand de doud ori relatia de la Pasul 3,

X+Y+2) =QX)+QY)+Q(Z)+B(X,Y)+B(Y,Z)+ B(Z,X),

jar (X +Y)*+ (Y +2)*+(Z+X)*=2(Q(X)+Q(Y)+Q(2))+B(X,Y)+B(Y,Z)+ B(Z,X).
Diferenta celor doi membri ai identitatii este deci 0.

b) Cum Q(X — ¥) = Q(X) + Q(Y) - B(X.Y),
(X =YY + (¥ = 2) +(Z - X)" =2(Q(X) + Q(Y) + Q(2)) - BX.Y) - B(Y, Z) - B(Z,X),

jar (X +Y +2)"=3(X*+Y*+2*)=B(X,Y)+B(Y,2)+B(Z,X)-2(Q(X)+Q(Y)+Q(Z)).
Cele doua expresii sunt opuse, deci una este O3 exact cand cealalta este Os. O

Observatie. Limita se poate evita: elementele lui A* sunt minori de ordinul 2, deci polinoame
omogene de gradul al doilea in elementele lui A, iar a) si b) sunt identitati valabile pentru
orice astfel de aplicatie. Solutia de mai sus aratd insa cum se obtine formula (F) pentru
orice matrice din cazul inversabil, exact ca in Problemele 1 si 2.

13



3.3 Problema 6. ONM 2009, clasa a XII-a, problema 4

I Enunt. Si se determine toate functiile f : [0,1] — [0, 1] continue si bijective cu proprietatea

) [ strw)ae= [ ot ar

pentru orice functie continua g : [0,1] — R.
Sursa: [20].

Solutie. Ideea. Daca g ar putea fi indicatorul unui interval [a, b], ipoteza ar spune ca f trimite
in [a,b] o multime de lungime b — a. Indicatorul nu este continuu, asa ca il incadram intre doua
functii continue ,trapez” si trecem la limita.

Pasul 1: preimaginea unui interval. O functie continua si bijectiva pe [0, 1] este strict
monotona, iar inversa ei este tot continua si strict monotona. Pentru 0 < a < b < 1, multimea
f~1([a,b]) este deci un interval [c, d] si fol o0 (f(2)) dz =d —c.

Pasul 2: incadrarea. Pentru € > 0, fie g. functia continua egald cu 1 pe [a,b], cu 0 in afara
lui [a — &,b + €] si liniara intre ele (restransa la [0,1]). Cum ge > 115y,

1 1
d—c</0 gs(f(x))dx:/o ge(x)dr <b—a+e.

Pentru 0 < e < b_Ta, fie h. functia continua egala cu 1 pe [a +&,b — €], cu 0 in afara lui [a, b] si
liniara intre ele. Cum he < 1j,4,

1 1
d—cZ/O hg(f(x))d:v:/o he(z)dx >b—a — 2e.

Facand € — 0, obtinem d — ¢ = b — a: preimaginea oricarui interval are aceeasi lungime ca
intervalul.

Pasul 3: concluzia. Daci f este crescitoare, f~1([0,4]) = [0, f~1(y)] are lungimea ¥, deci
f~Y(y) = ysi f(z) = z. Daca f este descrescitoare, f~1([0,y]) = [f(y), 1] are lungimea y, deci
fYy)=1—-ysi f(z) =1 — 2. Ambele functii verificd ipoteza (pentru a doua, cu schimbarea
de variabila z +— 1 — ). O

Observatie. Limita din Pasul 2 este una obisnuita, dupa un singur numar e: trapezele nu
se apropie de indicator in distanta ,cea mai mare abatere” (distanta raméane 1). Problema
urmatoare porneste de la aceasta si are nevoie chiar de continuitatea din Sectiunea 2.

3.4 Problema 7. O varianta cu puteri

I Enunt. Fie f:[0,1] — [0, 1] o functie continua si bijectiva astfel incat

1
1
/0 f(x)kde = Pl pentru orice k € N.

Aratati ca f(x) = x pentru orice z sau f(x) =1 — x pentru orice z.
Problema noua, construita pornind de la Problema 6.

Solutie. Ideea. Ipoteza spune ca egalitatea din Problema 6 are loc pentru g(z) = x*, deci pentru
orice polinom. Polinoamele sunt dense printre functiile continue, iar marimea care exprima
egalitatea este continua; o extindem la toate functiile continue si aplicim Problema, 6.

14



Pasul 1: obiectele si marimea. Obiectele sunt functiile continue g : [0, 1] — R, cu distanta
»cea mai mare abatere” d(g, h) = max(g 1)|g—h/|, ca in Problema 3 (exemplul d) din Sectiunea 2).
Fie

1 1
w(9) = [ a(t@)do— [ gla)an

Cum f ia valori in [0,1], avem |g(f(x)) — h(f(z))| < d(g, h) pentru orice z, deci

[@(g) — @(h)] < /0 l9(f(2)) = h(f(x))| da +/O l9(x) — h(x)|dz < 2d(g, h),

iar ® este o marime continua.

Pasul 2: clasa densd. Pentru g(x) = z*, ipoteza spune exact ®(g) = fol f(z)* do — %ﬂ =0.
Cum @ este liniara, ®(P) = 0 pentru orice polinom P. Din teorema de aproximare a lui
Weierstrass (pe care o folosim fara demonstratie), orice functie continua pe [0,1] este limita
unui sir de polinoame in distanta d: polinoamele formeaza o clasa densa.

Pasul 3: extinderea. Din Teorema 1 a), ®(g) = 0 pentru orice functie continua g. Functia f
verificd deci ipoteza Problemei 6, asa ca f(x) = = sau f(x) = 1 — x; ambele verifica si ipoteza

de aici, pentru ci fol zF dx = fol(l —x)Fdr = ﬁ O

4. Cand nu functioneaza

Fiecare dintre exemplele de mai jos incalca una dintre verificarile din lista din Sectiunea 2.4.

4.1 Clasa densa trebuie sa fie in clasa ipotezei: OJM 2025, clasa a Xl-a,
problema 2

| Enunt. Fie n € N, n > 3. Spunem ci o matrice A € M,(C) are proprietatea (P) daca
det(A + X;;) = det(A + Xj;), oricare ar fi 4,5 € {1,2,...,n}, unde X;; € M,(C) este matricea
care are 1 pe pozitia (4, j) si 0 in rest.

(a) Aritati ci daci A € M,,(C) are proprietatea (P) si det(A) # 0, atunci A = AT.
(b) Dati un exemplu de matrice A € M,,(C) care are proprietatea (P), dar A # AT.

Sursa: [17]. Solutia de mai jos este cea din barem.

Solutie. a) Dezvoltand dupa linia ¢, det(A + X;;) = det A + ¢;;, unde ;; este complementul
algebric al elementului de pe pozitia (¢,7). Proprietatea (P) inseamna deci d;; = dj;, adica
adjuncta A* este simetrici. Pentru d = det A # 0 avem AA* = dI,, = (dI,)T = (A*A)T =
AT(AT = AT A* | jar det A* = d" ! #£ 0, deci A = AT. b) Matricea A = X1 + X12: pentru
n > 3, fiecare A + X;; are cel putin o linie nuld, deci toti determinantii sunt 0.

Lectia. Matricele inversabile sunt dense in M,,(C) (Lema 3), marimea A — A — AT este
continua si, din a), este nula pe matricele inversabile cu proprietatea (P). Totusi concluzia nu
se extinde: matricea de la b) are (P) si nu este simetrica. Explicatia este verificarea (c). Clasa
pe care are loc ipoteza este O = {A: A are (P)}, iar membrii ei inversabili nu sunt densi in O:
ei sunt simetrici, iar o limita de matrice simetrice este simetrica, deci X117 + X12 € O nu este
limita lor. Perturbarea A — A+tI,, care a functionat in Problemele 1 si 2, nu ramane aici in O:
pentru A = X1 + X2 si t ¢ {0, —1}, matricea A + t1,, este inversabila (superior triunghiulara,
cu determinantul (1 +#)#"!) si nesimetrica, deci, din a), nu are (P).
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4.2 Marimi care nu sunt continue: rangul si asemanarea

Fie A = Ey2 si B = Eq1, perechea din Pasul 4 al Problemei 2: AB = O,, si BA = Ej3. Pentru
A inversabila, rang(AB) = rang B = rang(BA), iar matricele inversabile sunt dense; totusi aici
rangurile sunt 0 si 1. Rangul nu este o marime continud, pentru ca nu are proprietatea lui
Darboux: pe familia continua t — tI,, t € [0,1], el ia valoarea 0 pentru ¢ = 0 si valoarea n
pentru ¢t # 0, dar nicio valoare dintre ele (de exemplu %), ceea ce, din Propozitia 4, nu se poate
intampla pentru o marime continua. Verificarea (b) esueaza. La fel, pentru A inversabila BA =
A7L(AB)A este asemenea cu AB, dar pentru perechea de mai sus AB = O,, si BA # O,, nu
sunt asemenea (singura matrice asemenea cu O,, este Oy,), desi au acelasi polinom caracteristic,
t" (Sectiunea 2). Asemdnarea nu se scrie ca egalitate intre marimi continue.

4.3 Distanta aleasa conteaza: lungimea unui grafic

Pentru k£ > 1, fie g5 : [0,1] — R functia care, pe fiecare interval [%,%], creste cu panta
2 pe prima jumatate si este constanta pe a doua, cu gi(0) = 0; astfel gk(%) = % Atunci
|lgk(z)— 2| < 57, deci gi, converge uniform la g(z) = z. Graficul lui g, are ins&, pe fiecare interval,

un segment de lungime % si unul de lungime ﬁ, deci lungimea totala 1+2‘/5, pentru orice k, in

timp ce graficul limitei are lungimea /2. Lungimea graficului nu este o marime continua fata
de distanta uniforma (verificarea (b)). Distanta ,,cea mai mare abatere” controleaza valorile, nu
pantele.

4.4 Avertismentele, adunate

o Inegalitatea stricta devine nestricta. Pe O = [0,400), cu D = (0, 4+00) densa, ®(z) = z si
U(z) = 0 verifica & > ¥ pe D, dar &(0) = ¥(0).

o Convergenta punctuala nu pastreaza integrala: exemplul cu varfuri din Sectiunea 2.2.

o Concurenta se poate pierde la limitda. Dreptele y = 0, %az —y—1=0si %az +y—1=0 trec
toate prin (k,0). Tripletele lor tind la (0,1,0), (0, —1,—1) si (0,1, —1), adica la dreptele
paralele y = 0, y = —1 si y = 1, care nu au niciun punct comun. De aceea, cand exprimam
concurenta prin anularea determinantului coeficientilor, primele doua drepte trebuie sa fie
neparalele (verificarea (d), Exercitiul 4).

5. Exercitii

1. (IMC 2004, ziua 1, problema 3 a) [18].) Fie n > 2 si S, multimea sumelor z; + --- + z,, cu

0<my,...,zy < §sisinzg +---+sinz, = 1. Aratati ca S, este un interval.

Indicatie: cuyy = sinxy, Sy, este multimea valorilor lui ) arcsinyg peY = {y € [0,1]" : y1+- - Fy, =
1}. Pentru y,y" €Y, punctele (1 —t)y + ty', t € [0,1], sunt in Y si formeazd o familie continud;
marimea Y arcsinyy, este continud (Propozitia 2 b), cu arcsin continud pe [0, 1]), deci Propozitia 4 da

toate wvalorile intermediare. Solutia oficiald foloseste notiunea de conexitate.

2. Demonstrati, intai pentru matrice inversabile, apoi prin Teorema 1, identitatile: a) det(I,, +
AB) = det(I, + BA); b) (AB)* = B*A*; ¢) (A*)* = (det A)" 24, pentru n > 3; d) teorema
Cayley-Hamilton, pps(M) = O, unde pys este polinomul caracteristic al lui M.
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Indicatie: la b) obiectele sunt perechile (A, B), cu 2n? parametri, iar perechile (A + tyI,, B + teln)
cu ambele matrice inversabile le aprozimeazd. La c), pentru A inversabild, A* = (det A)A™!. La
d), clasa densd este cea din Pasul j al Problemei 4: o matrice cu n valori proprii distincte se scrie
PAP~! cu A diagonald, iar py(PAP™Y) = Ppy(A) P71 = O,.

3. (Problema proprie, punctul (a) al problemei OJM.17 din [1].) Fie n > 4 si AjAz... A, un
poligon regulat inscris in cercul C de centru O si raza R (planeta). Pe fiecare latura A;A;1
(cu Ap+1 = Aj) construim, spre exteriorul lui C, semicercul de diametru A;A;;;. Numim
tangenta orice dreapta tangenta la unul dintre aceste semicercuri, inclusiv in capetele lui
(in capete, tangenta este perpendiculara pe latura). Demonstrati ca prin orice punct X cu
OX > R trece o tangenta.

Cazul n = 10: tangenta In punctul P al unei petale trece prin punctul X.

4. (RMM Shortlist 2017, G1 [24].) Fie ABCD un trapez cu AD || BC, iar E si F' puncte in
interiorul laturilor [AB], respectiv [DC]. Cercul circumscris triunghiului AEF retaie dreapta
AD in Ay, iar cercul circumscris triunghiului CEF retaie dreapta BC' in Cy (daca cercul este
tangent dreptei, A; = A, respectiv C; = C). Aratati ca dreptele BD, EF si A;Cy sunt
concurente.

Presupunem problema rezolvata in cazul EF }f AD (o solutie se gaseste in [25, paginile 39 la
40]). Cum terminati problema, adica cum tratati cazul EF' || AD?

(AEF)

Cazul 1 (EF }f AD): dreptele BD, EF si A;C; trec prin punctul O.
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5. (Putnam 2003, A2 [22].) Fie ai,...,ay si by,...,b, numere reale nenegative. Aratati ca

(a1ag -+ an) /™ 4 (biby -+ by) /™ < [(ay + br) (a2 + ba) - (an + ba)] ™.

Indicatie: obiectele sunt perechile de m-upluri cu elemente nenegative, cu 2n parametri, iar ambii
membri sunt marimi continue (raddcina de ordinuln este continud pe [0, 00), Propozitia 2b). Perechile
cu toti a; > 0 formeazd o clasd densa (tnlocuiti a; cu a; + Al) Pe ea, daca un b; este 0 inegalitatea

1/n

este imediata; altfel, impartind la (ay - - an) st notand y; = In g— ea devine inegalitatea lui Jensen
; i

pentru functia convexd y — In(1 4+ ¢e¥). Teorema 1 b) incheie.

6. (Turneul Oraselor, 1990/91, turul de toamna, varianta de bazd, clasele 10 la 11, problema 4
/21].) In plan sunt 20 de puncte, oricare trei necoliniare: 10 albastre si 10 rosii. Demonstrati
ca exista o dreapta care are de fiecare parte cate 5 puncte albastre si 5 puncte rosii.

7. Aratati ca triunghiurile scalene (cu laturile de lungimi diferite doua cate doua) formeaza o
clasa densa in clasa triunghiurilor nedegenerate.

Indicatie: fie ABC nedegenerat, w un vector unitar al dreptei AB si Cy = C' + tw. Punctul C,
ramane la aceeasi distanta nenuld de dreapta AB, deci ABCy este nedegenerat. Conditia C;A = CyB
inseamna Cy pe mediatoarea lui AB, care taie dreapta {C + tw} (perpendiculard pe ea) intr-un singur
punct; conditia CyA = AB inseamnda Cy pe un cerc, care taie o dreapta in cel mult doud puncte; la fel

CyB = AB. Raman cel mult cinci valori excluse ale lui t.

Concluzie

Am pornit de la continuitatea de la liceu, definita pentru functii de o variabila reala, si am
extins-o la obiecte care nu sunt numere: matrice, functii, drepte, configuratii geometrice. Scopul
a fost sa vedem cand putem formaliza conceptul de trecere la limita si pentru astfel de obiecte.
Raspunsul este cel din Sectiunea 2.4: putem trece la limita atunci cind proprietatea se scrie ca
egalitate sau inegalitate nestricta Intre marimi continue si se demonstreaza pe o clasa densa de
obiecte; Teorema 1 o extinde apoi la toate obiectele.

Lista de verificari (a) la (d) spune ce trebuie scris efectiv: parametrii obiectelor; continuitatea
marimilor pe toatd clasa (numitori nenuli, argumente in domeniul radicalului sau al lui arccos);
o clasa densa chiar in clasa pe care are loc ipoteza; drumul Tnapoi de la egalitatea intre marimi
la proprietatea ceruta. Exemplele din Sectiunea 4 arata ca fiecare dintre aceste verificari poate
esua.

Multe dintre problemele din text au si o solutie fara limite, pe care am semnalat-o de fiecare
data.
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